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Krivolinijski integral

Kriva

Kriva linija - krak materijalne tacke koja se krece.

Definicija
Kriva u prostoru R"” je neprekidno preslikavanje
r:la,b] = R" abeR, a<b

Kriva u ravni (R?): 7' : [a, b] — R2
Kriva u prostoru (R3): 7 : [a, b] — R3
Krivau R": r: [a, b] — R"

Neka se taCka M krece u prostoru R"”. Neka je u momentu f polozaj

tacke M odreden koordinatama xi(t), ..., X,(t). Vektor (x1(1), ..., Xn(t))
se naziva vektorom polozaja tacke M.
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Jednacine x; = x1(t), ..., Xn = Xx(t) su parametarske jednacine
krive.

t je parametar krive (moze da se interpretira kao vreme, ugao,...).
Interval [a, b] je domen parametra t.

Parametrizacija krive :

U ravni: 7(t) = x(t) - i+ y(t) -/, i = [1,0]7,j = [0,1]"

U prostoru:

F(t) = x(8)- T+ y(t)-j+z(t)-k, T=[1,0,0]",7=0,1,0]",k = [0,0,1]"

Parametrizacija krive nije jedinstvena. (primer na ¢asu).
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Kriva C je uvek orijentisana: Vi, & € [a, b], t < b kriva C je
orijentisana od tacke r(t) ka tacki r(t).

Specijalno, r(a) je pocetak, a 7(b) je kraj krive C.

Ako je r(a) = r(b) (pocetak i kraj se poklapaju) onda je C zatvorena
kriva.

U slucaju zatvorene krive koristimo pojmove pozitivno i negativho
orijentisana kriva.
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Pozitivno orijentisana zatvorena kriva - kada se krecemo po krivoj
a unutradnja oblast ostaje sa leve strane (smer suprotan od kazaljke
na satu).

Negativno orijentisana zatvorena kriva - kada se krecemo po krivoj
a unutrasnja oblast ostaje sa desne strane (smer kazaljke na satu).

Ako postoje tacke takve da za t; # t, vazi f(t;) = r(t) = Tondaje T
samopresecna tacka krive (osim u slucaju 7(a) = r(b)).

Ako kriva nema samopreseka onda je ona prosta kriva.
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Duzina krive

Neka je
Pra=fh<t<..<lk=0>b
podela segmenta [a, b].

Ao = F(to), ..., Ak = (t)

rp je poligonalna linija ¢ija su temena Ay = (), ..., Ax = F(tx).
Kaze se da je poligonalna linija upisana u krivu.

-,

Duzina duzi odredene tackama A;_1 i A;: ||F(t) — F(ti_1)]|.

k
Duzina poligonalne linije rp: ¢(rp) = Y ||F(t) — F(ti—1)]|-
i=1
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Ako svaki deo krive A_Ai
izdelimo na jo$ ta¢aka, dobijamo
& finiju podelu P'.

i-1

Njoj odgovara poligonalna linija rp/
Cija je duzina {(rp/).

Na osnovu nejednakosti trougla = £(rp) < £(rp/).

Dakle, finije podele rezultiraju poligonalnim linijama veée duZine.
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Kriva moze imati konacénu ili beskonacnu duzinu.

Kriva koja ima konaénu duzinu je rektificijabilna kriva.

Definicija

Kriva je rektificijabilna (ima konacnu duZinu) ako postoji M,
k
(0 < M < 0), takvo da 5 ||F(t) — F(ti_1)|| < M za svaku podelu
i=1

P:a=t <t <..<l=bsegmenta]a,b].

Ako je kriva C rektificijabilna onda je duzina krive C jednaka
k

{(C) = R 21 [17(t) — F(ti-1)Il.
=
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Kriva je diferencijabilna akko su sve koordinatne funkcije
diferencijabilne.

Za diferencijabilnu vektorsku funkciju 7(t) = (x1(t), ..., Xa(t)) vektor
(x{(t), ..., x5(t)) zovemo njenim prvim izvodom i oznacavamo

9E— P = (X (1), .- X)(1))-

Kriva je neprekidno diferencijabilna akko 37" i 7’ je neprekidna
funkcija.

Ekvivalentno, 7 je neprekidno diferencijabilna ako su joj sve
koordinatne funkcije neprekidno diferencijabilne.
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Tacka krive C je singularna tacka krive ako je r'(t) = 0 (u toj tadki
postoji dve ili vise tangenti na krivu).

Ako je 7'(t) # 0 za neko t € [a, b] onda je sa F/(t) odredena tangenta
krive u tacki r(t).
Tangenta je prava koja prolazi kroz r(t) i Ciji je vektor pravca r(t).

Kriva je glatka ako postoji 7(t), ako je r(t) neprekidna na [a, b] i

7'(t) # 0, Vt € [a, b] (nema singularnih tataka).

Kriva je glatka ako se u svakoj tacki te krive moze odrediti jedinstvena
tangenta.
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Teorema
Neka je T : [a, b] — R" glatka kriva. Tada je r rektificijabilna kriva i

njena duz”ina Je data sa

fl\ Blldt = f\/ (D)2 + - + (x(D)2at.

Nekaje P:a=1f < t < ... < tx = b proizvoljna podela segmenta
[a, b].

/H t)||at = /\/x1 + (x)(1))2at
d(P*OZ\/ e —;1 1tl 1)) +"+<W>2(titiq)

— lim Z\/x1 ) — x1(ti=1))? + ... + (X (&) — Xk (ti=1))? = £(r)

d(P)—0
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Definicija

Kriva je deo-po-deo glatka ako postoji podela
P:a=5) < S <..< Sn= bsegmenta |a, b] takva da je kriva
glatka na svakom od segmenata [S;_+1, S|, i=1,...,m.

Jedine tacke koje remete neprekidnost "kretanja" tangente su
konacno mnogo tacaka Sy, ..., Sp_1.

Deo-po-deo glatka kriva zove se putanja.
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Teorema

Neka je T : [a, b] — R" deo-po-deo glatka kriva. Tada je r
rektificijabi/na kriva injena duZina je data sa:

f|\F’ )||dt = f\/(x{(t))2+...+(x,’,(t))2dt, pri ¢emu

zanemarU/emo konacno mnogo taaka S; u kojima ne postoji prvi

izvod 7' (S;).
Dokaz:
Duzina krive na [a, b] jednaka je sumi duZina delova krive na
[S/ 1 SI]
k Si
f 7 (0)l|dt = ,me |7 (0)]]t.
- ' 9i—1

Posto je r glatka na [S;_+, Sj] (na osnovu prethodne teoreme) ona je i
rektificijabilna na [S;_+, Sj]
= ima konacnu duzinu.
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Krivolinijski integral prve vrste
Nekaje P:a=1f < t < ... < t, = b proizvoljna podela segmenta
[a, b] kojom je glatka kriva C sa parametrizacijom 7(t), t € [a, b]
podeljena na n lukova /.

Al - duzina luka /.

Nekaje f: C — R (domen je
kriva).

Na svakom luku /; izaberemo
proizvoljnu tacku M;.

Krivolinijski integral funkcije f duz glatke krive C definiSe se preko
Rimanovih integralnih suma na slede¢i nagin:

n
g’fdl = Jim 32 (M) Al



Kriva

Duzina krive

Krivolinijski integral prve vrste
Krivolinijski integral druge vrste

Teorema

Izracunavanje krivolinijskog integrala prve vrste

Ako kriva C ima deo-po-deo glatku parametrizaciju (t) na [a, b] i ako
je T neprekidna, onda krivolinijski integral prve vrste neprekidne
funkcije f(x, y, z) duZz krive C postoji i on je jednak:

/fxy, z)dl = /f ()]|dt

= /f(X(f)J(f)vZ(f)) : \/(X’(l‘))2 + (D)2 + (2(1)?at

Krivolinijski integral

Specijalno: Ako je f = 1 na [a, b] onda je duzina krive ¢(C) = [ fdl.
c
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Svojstva krivolinijskog integrala prve vrste

Teorema

Neka je L luk Kkrive izmedu tacaka A i B, neka su f i g funkcije
definisane na luku L i integrali [ f(x,y,z)dli [ g(x,y,z)dl postoje.
L L

Tada:

o [(af(x,y.2) +Bg(x.y,2))dl = a [ f(x,y,z)d + B [ g(x,y, z)d,
L L L
a, B €R.

o [f(x,y,z)dl= [ f(x,y,z)dl+ [ f(x,y,z)dl
AB AC cB
gde je C € L tacka izmedu A i B.

o | [f(x.y, 2)dl| < [|f(x.y.2)\dl.

L L

@ Akojef(x,y,z) < g(x,y,z) onda je
Jf(x,y,2)dl < [g(x,y,z)dI.
L L

o [f(x,y,z)dl= [ f(x,y,z)dl.
AB BA
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Neka je kriva C data parametrizacijom 7 : [a, b] — R®.

Neka su P(x,y, z), Q(x,y,z) i R(x, y, z) funkcije definisane i
ogranic¢ene na C.

Nekaje P:a=1 <t <.. < t, = bpodela segmenta [a, b].
Izaberimo vrednosti 7; € [ti_1, ti].
Neka su tacke na krivoj:

Ai(x(t;), y(t;), 2(4) = F(t;)
Mi(x(i), y(7i), 2(7i)) = F(7i)
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Oznagimo:
AX,' =Xji — Xji—1, Xj= X(t,') Xi

X(t,',1)
y(ti-1)
Z(t,',1)
Sastavimo Rimanove integralne sume:

n
R1(P, C) = Z P(M,‘)AX,‘

i=1

» Xi
Ay =Yi—Yi-1, Yi=y(t). i

1
1
Nzi=2zi—Ziy, zi=2(t),Zi—1

Ra(Q,C) = 3. QM) Dy,

i=1

3

R3(R, C) = R(M/)AZ,‘
i=1
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Ako za funkciju P(x, y, z) (odnosno Q(x, y, z), R(x, y, z)) definisanu i
ogranic¢enu na Krivoj C, postoji AI;m . R1(P, C) (odnosno
=

lim R»(Q,C), lim R3(R,C))onda se on naziva krivolinijski
ALi—0 ALi—0

integral druge vrste fukcije P (odnosno Q, R) po krivoj C i oznacava
sa [ P(x,y,z)dx (odnosno [ Q(x,y,z)dy, [ R(x,y,z)dz).
© c c

Zbir [ P(x,y,z)dx + [ Q(x,y,z)dy + [ R(x,y, z)dz obi¢no se pise u
© © ©
obliku: [(P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x,y, z)dz) i naziva se opsti
©

krivolinijski integral druge vrste.
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Teorema

Izracunavanje krivolinijskog integrala druge vrste
Ako kriva C ima deo-po-deo glatku parametrizaciju r(t) na [a, b i
P(x,y, z) je neprekidna, tada vaZi:

g’ P(x,y,z)dx = fP(x(t),y(t),z(t)) - x'(t)dt.
Analogno i za:

b
gO(X,y,Z)dy:!O(X(t)»Y(f),Z(t)) -y'(t)at.

g R(x,y,z)dz = afR(x(t),y(t),z(t)) - Z'(t)dt.

Konacno:
J(P(x,y,z)dx + Q(x,y,z)dy + R(x, y,z)dz) =

C

b

[ (PO, (1), 2(0) - X (1)+

+QUX(1). y(1). 2(8)) - ¥ (1) + R(x(1). ¥ (1), (1)) - 2 (1)) ot
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Svojstva krivolinijskog integrala druge vrste

Teorema

Neka je C krive izmedu taCaka A i B, neka su P; i P, funkcije
definisane na C i postoje integrali [ Pi(x,y,z)dx i [ Pa(x,y,z)dx
@ @

postoje. Tada:
@ [(aPi(x,y,2) + BPa(x,y,2))dx =
c

afP1 (x, ¥, z)dx—i-ﬂng(x,y, z)dx, a,B €R.

ofP1xy, dx_fP1xy, dx+fP1xy, z)dx
gde jeMeC tacka izmedu A i B.
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Teorema

(Ovo svojstvo nema krivolinijski integral prve vrste)
Ako postoji [ P(x,y,z)dx onda je
AB

J P(x,y,z)dx = — [ P(x,y,z)dx.
BA AB

Smatramo da je luk AB orijentisan. Oznake:
J P(x,y,z)dx = [ P(x,y,z)dx

AB c

[ P(x,y,2)dx = [ P(x,y,z)dx

BA 6=

Ako je C zatvorena kriva: § Pdx + Qdy + Rdz.
o
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Nezavisnost integracije od putanje

Krivolinijski integral [ Pdx 4+ Qdy + Rdz u op$tem slu¢aju zavisi od
AB

putanje po kojoj se vrsi integracija.

Medutim, nekad to nije tako: Ako izraz Pdx + Qdy + Rdz predstavlja

totalni diferencijal neke funkcije, onda krivolinijski integral po luku AB
zavisi samo od tacaka Ai B, a ne od luka AB.
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Teorema

Sledeca tvrdenja su medusobno ekvivalentna:

@ Postoji funkcua F (x y,Z) sa neprek/dn/m parcijalnim izvodima

takva da vazi: 5% = P, 50 = Qi3 = R.
©Q Krivolinijski /ntegral | Pdx + Ody + Rdz po putanji AB ne zavisi
AB

od oblika putanje, nego samo od tacaka A i B.
Ako suA = (ay,as, az) i B= (by, bo, bs) onda je vrednost
integrala [ Pdx + Qdy + Rdz =

AB
[ Pdx + Qdy + Rdz = F(by, ba, b3) — F(ai, a2, as).
AB

@ Krivolinijski integral § Pdx + Qdy + Rdz po proizvoljnoj

G
zatvorenoj putanji C jednak je 0.
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Jo§ jedan kriterijum za raspoznavanje da li je podintegralna funkcija
Pdx + Qdy + Rdz gradijent neke funkcije F(x, y, z):

Oblast D c R? je prosto (jednostruko) povezana ako se svaka

zatvorena deo-po-deo glatka kriva C C D moZe "stegnuti” u
proizvoljnu tacku M € C ostajuci pri tome u D.

Primeri na ¢asu.

Teorema

Neka je D c R® prosto povezana oblast i neka neprekidna funkcija

F(P(x,y,z), Q(x,y.z),R(x,z,y) ima neprekidne parcijalne izvode
9, 52, 92, 89, 8RG8 Potreban i dovoljan uslov da integral

| Pdx + Qdy + Rdz ne zavisi od putanje AB je da su ispunjene
AB

? i- OP _ 9Q 98Q _ OR OR _ 9P
Jednakosti: =5 02 =3 = 9z
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